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1 
Аннотация. Актуальность и цели. Одной из важнейших задач в теории расслоений 
над алгебрами Вейля является изучение инфинитезимальных аффинных преобразо-
ваний этих расслоений. Получены альтернативные выражения инфинитезимальных 
аффинных преобразований расслоений Вейля со связностью полного лифта над спе-
циальными алгебрами Вейля. Материалы и методы. Использованы методы тензор-
ного анализа, теории производной Ли. Результаты. Получены альтернативные вы-
ражения инфинитезимальных аффинных преобразований, а также условия, наклады-
ваемые на компоненты этих преобразований. Выводы. Доказано, что инфинитези-
мальные аффинные преобразования расслоений Вейля со связностью полного лифта 
над специальными алгебрами Вейля могут быть представлены в виде суммы лифтов 
горизонтального и горизонтально-векторного типа. 
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Abstract. Background. The study of infinitesimal affine transformation of bundles over 
Weil algebra is one of the important problems in the theory of these bundles. Alternative 
representations of infinitesimal affine transformations of Weil bundle with complete lift 
connection over special Weil algebra are obtained. Matherials and methods. Methods of 
tensor analysis and Lie derivative are used. Results. Alternative expressions of infinitesimal 
affine transformations are obtained, as well as conditions imposed on the components of 
these transformations. Conclusions. It is proved that infinitesimal affine transformations of 
Weil bundles with the complete lift connection over special Weil algebras can be represent-
ed as a sum of lifts of horizontal and horizontal vector type. 
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Введение 
В данной работе изучается строение инфинитезимальных аффинных 

преобразований (ИАП) расслоений Вейля над специальными алгебрами Вей-
ля [1], высота и ширина которых равна 2. В каноническом разложении ИАП 
представлены полный и вертикальные лифты векторных полей, а также гори-
зонтально-векторные лифты тензорных полей типа (1, 1). Компоненты ИАП 
удовлетворяют равенствам, представленным в [2]. Используя взаимосвязь 
вертикальных и горизонтальных лифтов, получим разложение ИАП, вклю-
чающее только лифты горизонтального и горизонтально-векторного типа,  
а также условия, которым удовлетворяют компоненты ИАП. 

1. Основные определения и понятия 
Специальные алгебры Вейля, высота и ширина которых равна 2, имеют 

размерность, равную 4. Поэтому базисные элементы 0 1 2 3, , ,e e e e  можно вы-
брать так, чтобы были справедливы равенства: 

0 1,e =  1 2 1 3 0,e e e e= =  2 2 3,e e qe=  1q = ± . 

Обозначим описанные алгебры через 4 ( )W q .  
Если задано гладкое многообразие nM  размерности n c линейной связ-

ностью без кручения ∇  и алгебра гладких функций класса С∞  на этом мно-
гообразии, а также алгебра Вейля A, то можно построить расслоение Вейля 

A
nM  над алгеброй Вейля A, а также продолжения функций, векторных и тен-

зорных полей в это расслоение [3].  
Пусть ( , )iU x  – локальная карта на многообразии nM , k

ijΓ  – коэффици-
енты линейной связности ∇  в этой карте.  

В области 4( )1( ) W q
nU M−π ⊂ , где 4 ( ): W q

n nM Mπ →  – каноническая про-
екция, естественные продолжения координатных функций имеют вид 

4( ) 1 1 2 3
0 2 3( )W qi i i i

ix x x e x e x e= + + + . 

Координатными функциями в области 4( )1( ) W q
nU M−π ⊂  являются 

функции 0 1 2 3, , ,i i i ix x x x . 

Векторные поля i ix
α

α

∂∂ =
∂

, где 0,1,2,3α = , образуют естественный ре-

пер в области 4( )1( ) W q
nU M−π ⊂ .  

Локальные выражения естественных продолжений векторного поля X  
в расслоения над алгебрами 4( )W q  можно записать в виде 
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(0) 0 1 2 3
(0) (1) (2) (3)

(1) 1 3
(0) (1)

(2) 2 3
(0) (2)

(3) 3
(0)

( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) .

i i i i
i i i i

i i
i i

i i
i i

i
i

X X X X X

X X X

X X q X

X X

= ∂ + ∂ + ∂ + ∂

= ∂ + ∂

= ∂ + ∂

= ∂

 

Локальные выражения горизонтальных продолжений векторного поля 
X в расслоения над алгебрами 4( )W q  можно записать в виде 

0

1

2

3

0 1 2 3
(0) (1) (2) (3)

1 3
(0) (0) 1

1 3
(0) (0) 2

3
(0)

( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) .

H i i i i
i i i i

H i k l
i il k

H i k l
i il k

H i
i

X X X X X

X X x

X X q x

X X

= ∂ + ∂ + ∂ + ∂

 = ∂ − Γ ∂ 
 = ∂ − Γ ∂ 

= ∂

 

Локальные выражения продолжений тензорного поля U  типа (1, 1) 
можно записать в виде 

0 1 0 1 2
(0) 1 (0) 1 (0) 2( ) ( ) ( )H i l k s k s

l i si k si kU U x x xγ = ∂ − Γ ∂ − Γ ∂ −  

3
(0) 3 (0) 1 1 2 2

1( ) ( ) ( )
2

k s k k a s r s r
si s ri ra si kx x x qx x  − Γ + ∂ Γ −Γ Γ + ∂    

, 

0 2 0 1 2
(0) 2 (0) 1 (0) 2( ) ( ) ( )H i l k s k s

l i si k si kU U x x xγ = ∂ − Γ ∂ − Γ ∂ −  

3
(0) 3 (0) 1 1 2 2

1( ) ( ) ( )
2

k s k k a s r s r
si s ri ra si kx x x qx x  − Γ + ∂ Γ −Γ Γ + ∂    

, 

0 1 0 1
(0) 3 (0) 1 1 2 2 (0) 1

1( ) ( ) ( ) ( )
2

H i l l u v u v k s
l uv i si kU U x x x qx x xγ   = + Γ + ∂ − Γ ∂ −   

 

2 3
(0) 2 (0) 3 (0) 1 1 2 2

1( ) ( ) ( ) ( )
2

k s k s k k a s r s r
si k si s ri ra si kx x x x qx x  − Γ ∂ − Γ + ∂ Γ −Γ Γ + ∂    

, 

1 1 1 3
(0) 1 (0) 1( ) ( )H i l k s

l i si kU U x xγ  = ∂ − Γ ∂  , 

1 2 1 3
(0) 2 (0) 1( ) ( )H i l k s

l i si kU U x xγ  = ∂ − Γ ∂  , 

1 3 1 3
(0) 3 (0) 1 1 2 2 (0) 1

1( ) ( ) ( ) ( )
2

H i l l u v u v k s
l uv i si kU U x x x qx x xγ    = + Γ + ∂ − Γ ∂    

, 

2 1 2 3
(0) 1 (0) 2( ) ( )H i l k s

l i si kU U x q xγ  = ∂ − Γ ∂  , 

2 2 2 3
(0) 2 (0) 2( ) ( )H i l k s

l i si kU U x q xγ  = ∂ − Γ ∂  , 
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2 3 2 3
(0) 3 (0) 1 1 2 2 (0) 2

1( ) ( ) ( ) ( )
2

H i l l u v u v k s
l uv i si kU U x x x qx x q xγ    = + Γ + ∂ − Γ ∂    

, 

3 1 3
(0) 1( )H i l

l iU U xγ = ∂ , 

3 2 3
(0) 2( )H i l

l iU U xγ = ∂ , 

3 3 3
(0) 3 (0) 1 1 2 2

1( ) ( ) ( )
2

H i l l u v u v
l uv iU U x x x qx xγ  = + Γ + ∂ 

 
. 

2. Каноническое представление  
инфинитезимального аффинного преобразования 

В работе [2] было показано, что линейная связность ∇  без кручения на 
многообразии индуцирует единственную линейную связность C∇  – полный 
лифт связности ∇  в расслоения Вейля над алгебрами 4( )W q . 

Инфинитезимальными аффинными преобразованиями расслоений Вей-
ля над алгебрами 4( )W q  являются векторные поля X , удовлетворяющие ра-
венству 

 0C
X∇ =L .  (1) 

Данное равенство можно записать как систему дифференциальных 
уравнений в частных производных 

( ) ( ) ( ) ( ) 0i i mi m m m i i
j m j jm mk jk mk k jkX X X X Xβ αβ τβ β αβα τ α ατ τ

σ τ τ τ σ σσ σ τ∂ ∂ + ∂ Γ + ∂ Γ + ∂ Γ − ∂ Γ =     , 

где индексы , ,α β σ  являются элементами множества {0, 1, 2, 3}. По индексу 
τ  выполняется суммирование по элементам того же множества  

В работе [2] были получены канонические разложения произвольных 
инфинитезимальных аффинных преобразований в расслоениях Вейля со 
связностью полного лифта над алгебрами 4( )W q : 

0 3 0 2 0 1 1 3(0) (1) (2) (3) H H H HX D H N T A B C Eγ γ γ γ= + + + + + + + +  
 2 3 3 3 3 2 3 11 2 1 1 2 2 2 1H H H HH H H HF G K L M P Q Sγ γ γ γγ γ γ γ+ + + + + + + +    ,  (2) 

где , , ,D H N T  – векторные поля; , , , , , , , , , , ,A B C E F G K L M P Q S     – тензор-
ные поля типа (1, 1), заданные на многообразии nM .  

Компоненты ИАП из равенства (2) удовлетворяют следующим соотно-
шениям: 

 0i jU∇ = , где , , , , , , , , , , , ,U A B C E F G K L M P Q S=       (3) 

 ( ) 0i
Z jk∇ =L , где , , , ,Z D H N T=   (4) 

 0i m m i m i
m lkj l mkj j lkmV R V R V R= = = , где , , , , ,V A B C E K=   (5) 
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 0m i i m
l mjk m ljkY R V R− = , где , , , , , , ,Y F G L M P Q S=       (6) 

 0,m i i m
l mjk m ljkF R qM R+ =   (7) 

 2 0,m i i m
l mjk m ljkG R P R− =    (8) 

 2 0m i i m
l mjk m ljkL R P R− =  .  (9) 

3. Альтернативное представление  
инфинитезимального аффинного преобразования  

Используя локальные выражения естественных и горизонтальных лиф-
тов векторного поля X  можно показать, что 

0 3 3 3 1 1 2 21 1 2 2

3 11

3 22

3

( )(0) 2

(1)

(2)

(3)

1( ) ( ) ( ) ( ) ,
2

( ) ,

( ) ,

.

H H H qH H

HH

HH

H

X X X X X X

X X X

X X q X

X X

γ γ γ + γ γγ γ

γ

γ

= + ∇ + ∇ + ∇ + ∇

= + ∇

= + ∇

=

 

Тогда инфинитезимальное аффинное преобразование (2) можно запи-
сать следующим образом  

0 3 0 1 0 2 0 31 1 12 ( )H H H H HH HHX D H N T C B A G Dγ γ γ γ= + + + + + + + +∇ +  

1 3 2 3 3 31 2 2 1 2 2( ) ( )H H HH H HF E M L D K S Hγ γ γγ γ γ+ + + + +∇ + + +∇ +  

 3 3 3 3 3 1 1 2 2( )21( ) ( ) ( )
2

H H H qQ q N P D Dγ γ γ γ + γ γ+ + ∇ + +∇ + ∇  .  (10) 

Условие (1), определяющее инфинитезимальное аффинное преобразо-
вание X , можно записать в виде 

( ) ( ) 0
X

C C C
X XY Y YZ Z Z∇ −∇ −∇ =


   

  
L

L L . 

На основании равенств 

3
0,     0,1,2,3,H

i

HС
j
β

∂
∇ ∂ = β =  

0 3
2 (0) 2( )

2H
i

H HС k l
lijj k

q R x
∂

∇ ∂ = ∂ , 

0 3
1 (0) 1

1 ( )
2H

i

H HС k l
lijj kR x

∂
∇ ∂ = ∂ , 

0,   1,2;   1,2,3,H
i

HС
j
β

α∂
∇ ∂ = α = β =  
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3 3
0 (0)( )H

i

H HС k
ijj k∂

∇ ∂ = Γ ∂ , 

32 2
0 (0) (0) 2( ) ( )H

i

HH HС k k l
ij lijj k kq R x

∂
∇ ∂ = Γ ∂ + ∂ , 

31 1
0 (0) (0) 1( ) ( )H

i

HH HС k k l
ij lijj k kR x

∂
∇ ∂ = Γ ∂ + ∂ , 

0 3 1 2
0 (0) (0) 1 (0) 2( ) ( ) ( )H

i

H H H HС k k l k l
ij lij lijj k k kR x R x

∂
∇ ∂ = Γ ∂ + ∂ + ∂ +  

3
(0) 3 (0) 1 1 2 2 (0) 1 1 2 2

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

Hk l l r s r s k l s l s
lij rs s lij kR x x x qx x R x x qx x  + + Γ + + ∇ + ∂    

 

можно показать, что условия, которым удовлетворяют компоненты вектор-
ных и тензорных полей, входящих в выражение (10), являются следствиями 
равенств (3)–(9).  

Условия, накладываемые на компоненты векторных и тензорных полей 
в выражении (10), имеют вид 

 ( ) 0i
Z jk∇ =L , где , , , ,Z D H N T=   (11) 

 0i
j kV∇ = , где , , , , , , ,V A B C E F K M=   (12) 

 0i m m i m i
m lkj l mkj j lkmV R V R V R= = = , где , , , , ,V A B C E K=   (13) 

 0,m i i m
l mjk m ljkF R qM R+ =   (14) 

 0m i i m
l mjk m ljkY R V R− = , где , ,Y F M=   (15) 

 0k a i
j i ajkV D R∇ + = , где , , ,V G D L D P D= +∇ +∇ +∇     (16) 

 ( ) 0,i a i
j k ajkS H H R∇ +∇ + =   (17) 

 2(( ) ) (( ) ) 0m m i i i m
l l mjk m m ljkV D D R P D D R+∇ +∇ − +∇ +∇ = ,  (18) 

где ,V G D L D= +∇ +∇  , 

 (( ) ) (( ) ) 0m m i i i m
l l mjk m m ljkV D D R V D D R+∇ +∇ − +∇ +∇ = , (19) 

где , ,V G D L D P D= +∇ +∇ +∇   , 

  (( ) ) (( ) ) 0m m i i i m
l l mjk m m ljkS H H R S H H R+∇ +∇ − +∇ +∇ =  ,  (20) 

 (( ) ) (( ) ) 0.m m i i i m
l l mjk m m ljkQ q N N R Q q N N R+ ∇ +∇ − + ∇ +∇ =    (21) 

Выполнив равносильные преобразования равенств (11)–(21), можно 
получить равенства (3)–(9).  
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Таким образом, можно сформулировать следующее утверждение. 
Теорема. Инфинитезимальное аффинное преобразование расслоения 

Вейля над алгебрами 4( )W q , записанное в виде (2), можно представить  
в форме (10), при этом условия, накладываемые на компоненты выражения 
(10), определяются равенствами (11)–(21). 
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